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Exercice I : (06 points)
1) Rappeler I’énoncé du lemme de partition de 'unité dans un ouvert  de
R™.
2) Soient K et K3 deux compacts disjoints de Q. Montrer qu'il existe ¢ €
D(9) telle que :
1sizek;
<p($)={ -1 si z€ K,

et |¢(z)| < 1 pour tout z € .

Exerice II : (14 points)

1) Rappeler la définition d’un opérateur fermé sur un espace de Hilbert H.

2) Montrer que I’adjoint d’un opérateur non borné sur H a domaine dense
est un opérateur fermé.

Soit (A, D(A)) un opérateur symétrique de domaine D(A) dense dans un
espace de Hilbert H, qui vérifie :

(z,Az) >0 pour tout z € D(A)

3) Montrer que ||(A + I)z|® > ||z||® + | Az||?, pour tout z € D(A). I désigne
Popérateur identité sur H.

4) Si A est fermé, montrer que Im(A + I) est fermé dans H.

5) Montrer que A est auto-adjoint si et seulement si A est fermé et I’équation

A*z = —z n’a pas de solution non triviale. ,
6) Application : on considére lopérateur A = —4; sur L?(R) de domaine

C§(R). Quel est son adjoint A* 7 .



